MATEMATICKA INDUKCIJA

Princip matematicke indukcije glasi:
Ako za neko tvrdjenje 7'(n), ne N vazi:

1) 7(1) je tacno
2) T(n)=T(n+1) jetatnoza vV, =12,... tada je tvrdjenje 7 (n)tatnoza V e N

Moze se desiti da tvrdjenje 77 nije ta¢no za svako n € N ve¢ pocev od nekog prirodnog
broja n, >1pa,tj. daje ITn tatno za n=ng,n,+1,n,+2,...

Tada se dokazivanje metodom matematicke indukcije radi na slede¢i nacin:

1) Proverimo ta¢nost tvrdjenja 7n,
2) Dokazujemo da za bilo koje n > n, 1z tacnosti tvrdjenja 7n sledi tacnost
tvrdjenja 7n +1

Postupak

Prakti¢no, mi ¢emo indukciju sprovoditi:

1) Proverimo da li je tvrdjenje tacno zan = 1
i) Predpostavimo da je tvrdjenje tatno za n =k
ii1) Dokazujemo da je tvrdjenje tacno za n = k+1

Primeri:

1) Dokazati da je : 142434, +n="04D

ReSenje:

1) Najpre proverimo dali je tvrdjenje tacno za n=1.(to jest gde vidimo n stavimo 1)

1(1+1)

1= = 1=1 tac¢no

i1) Pretpostavimo da je tvrdjenje tacno za n=k (to nam je indukcijska hipoteza)
Gde vidimo n stavimo k

142434 1k = KGk+D




iii) Da dokaZemo da je tvrdjenje ta¢no za n=k+1
Najpre vidimo S§ta treba da dokazemo, u poc€etnoj formuli n zamenimo sa k+1 ali
uvek na levoj strani napiSemo i predposlednji ¢lan.

(k+D)(k+1+1)
2

1+2+...+1§+(k+1) =
predposledn;ji ¢lan

odnosno: 1+2+...+k+(k+1):%2(k+2)

Znaci , ovo treba da dokazemo!
Uvek krenemo od indukcijske hipoteze za koju smo pretpostavili da je uvek tacna

1+2+3...+k:@

Zastanemo malo i uporedimo leve strane hipoteze i onoga $ta treba da dokazemo. Vidimo
da u hipotezi “fali’’ (k+1). To je TRIK, da na obe strane hipoteze dodamo izraz (k+1).

1+2+3..+k+(k+1)= Kk +1)

+(k+1)

1+2+3...+k+(k+1)=@

+(k +1)| desna strana

Sad nam preostaje da “sredimo’’ desnu stranu 1 iz nje dobijemo (k+ Dk +2) l)ék *2)

Dakle:

k(k+1)+k+1 _ k(k+1)+2(k+1)

2 1 2
= Izvucemo zajednicki (k+1)
_(k+D(k+2)
2

Ovim je dokaz zavrSen.



, _n(n+D)(2n+1)

2) Dokazati da je: 1°+2°+3*+..+n .
ReSenje:
1) Proverimo da li je tvrdjenje tacno za n =1
12 :wjlzl taéno
i1) Pretpostavimo da je tvrdjenje tatno za n =k
P+22 4.4k = k<k+1)6(2k+1)

1i1) Da dokazemo tvrdjenje za n =k +1
Uvek prvo vidimo $ta treba dokazati!

P+22 4+ 4k +(k+1)° = (k+1)(k+1+61)(2(k+1)+1)

. P2+ kP +(k+1) = (k + Dk +62)(2k+3)

Krenimo od indukcijske hipoteze i na obe strane dodamo (k +1)

1 +2° +...+k2 +(k+1)2 :w_i_(k_}_ly
Leva strana onog §to Ovo kad “sredimo’’ treba da
treba da dokaZemo. nam da (k+1)(k +62)(2k +3)

w +(k+1) = (k+ (K +62)(2k +3) Ovo treba dokazati!
Pakujemo :

k(k+1)(2k+1) N (k+1)° _ k(k+1)(2k +1)+6(k +1)

6 1 6
[Izvucemo “zajednicki” (k+1)]  (k+1)[k(2k +1)+6(k +1)]
_ e _
(k+D2k* +k+6k+6
- 6
 (k+D[2k? + 7k + 6]

6



Izraz 2k* + 7k + 6 ¢emo rastaviti na ¢inioce upotrebom znanja iz kvadratne jednagine:
ak® +bk +c = a(k —k)(k—k,)

2k +7k+6=0
—7+1
k1,2: 4
f=2
2
k,=-2

Dakle:
2k +7k+6= 2(/( +%j(k+2) =R2k+3)(k+2)

Vratimo se u zadatak:

k(k+D@k+D) | (k+1) _ (k+D[2K + 7k +6] _ (k+D(2k+3)(k+2)
6 1 6 6

A ovo smoi trebali dokazati!

3) Dokazati da je: L+ 1 +..+ 1 S
1-3 3.5 2n-1D)2n+1) 2n+1
ReSenje:
1) Proverimo da li je tvrdjenje tacno za n=1

1 1 1 1 .
= = — =— taéno!!!
2-1-D2-1+1) 2-1+1 3

i1) Pretpostavimo da je tvrdjenje tatno za n=k
1 1 1 k

—+— ..+ =
1-3 3.5 k-DQk+1)  2k+1

iiil)  Dokazemo da tvrdjenje vazi za n=k+1. Prvo da vidimo S§ta treba da
dokazemo!
1 1 1 1 k41

—+—— ..+ + =
1-3 3.5 Qk-DQ2k+1)  Qk+1)(2k+3) 2k+3

Dokaz ¢emo kao i obi¢no poceti od indukcijske hipoteze



1 1 1
—t—+

ot = hipoteza
1-3 3.5 2k-DR2k+1) 2k+1
, ) 1
na obe strane ¢emo dodati
k+1)(2k+3)
1 1 1 k 1

t—t..t + = +
1-3 3.5 Qk-DQk+1)  Qk+1)(2k+3) |2k+1 (2k+1)(2k+3)

ovo treba da se “sredi’’ na k+1
2k+3
k N 1 _ k(2k+3)+1
2k+1  Qk+1D)2k+3) (Qk+1)(2k+3)
2k +3k+1
2k +D)(2k+3)

2k +3k+1=0 2k* +3k +1=a(k—k)(k—k,)

_3+1 1
ko=—>—" _ 2
1.2 4 2(k+ 2j(kJrl)
PR = Qk+1)(k+1)
2
ky =—1

Vratimo se u zadatak:

k N 1 _ kQRk+3)+1 2k* +3k+1 @k +D)(k+1)  k+1
2k+1 Qk+1D(2k+3) (k+DQR2k+3) Qk+1D(2k+3) (k+1)(2k+3) 2k+3




4) Dokazati da je 5" +2" deljivsa3

ReSenje:
n—1 n _ gl-1 1 _ go
i) Zan=1 57 42" =5"+4+2 =542
=1+2=3
Tacno

i1) Pretpostavimo da je tvrdjenje taCno za n=k

to jest daje 5''+2* deljivosa3

ii1) Dokazimo da je za n = k+1 izraz deljiv sa 3:

5n—1 +2n :5k+1—1 +2k+l
— 5k71+1 +2k .21
=515 42F.2
=5.5"42.2¢

Vazi: a"" =a" -a

Napisimo kao “trik>’: 5.5 =3.514+2.5" tojest 5=3+2

=3.5"4+2.5"4+2.2"
=3.5" 4205 +2M

Ovo je sigurno deljivo sa 3.

Zasto?

Izraz 3-5"" je deljiv sa 3 zbog &inioca trojke.

Izraz 2(5°" +2%) je deljiv sa 3 zbog nase pretpostavke da je 57 +2* deljiv sa 3.

Ovim je dokaz zavrSen.



5) Dokazati da je broj 6> +3"* +3" deljiv sa 11
ReSenje:
i)zan=1je 6™ +3"7 +3"=6"+3"+3'

=36+27+3

=66=6-11
tacno

ii) pretpostavimo da je broj 6 +3*** + 3% deljiv sa 11

ii1) “odradimo” dokaz za n = k+1

m+n

Koristimo pravila za stepenovanje (a”™" =a” -a")

62(k+1) +3k+1+2 +3k+1 _
622 431 30 =

6> 6> +32.3' +34.3" =
36-6* +3-37 +3.3F =

Sad treba neka ideja!

Posto uz 6° imamo 36, trojke uz 3*** i 3" ¢emo napisati kao 36-33

Toje ideja:  36-6 + [3] -3°% + [3] .3*

36-33 36-33

Dakle:
36;62k+36-§k+2—33-§k+2+36;3k—33;3k =

=36(6>F +3"2 +35) =333 +3")
Izraz 36(6™ +3“* +3") je deljiv sa 11 zbog indukcijske pretpostavke,
aizraz 33(3"** +3%) zbog broja 33=3-11

Ovim je dokaz zavrSen.



6) Dokazati da za ma koji prirodni broj » >1 vaZzi nejednakost:

1 1 1 13
+

+...t+t—>—
n+l n+2 2n 24

ReSenje:

Pazi, posto kaze n >1 prva stavka ¢e biti da ispitamo da li je tvrdjenje tacno za n=2

1) Za n=2 je l+l:l:£
3 4 12 24
14 13 L
— >— tacno tvrdjenje
24 24
i1) pretpostavimo da je taéno za n = k
1 1 1 13

— . —>—

k+1 k+2 2k 24
iii) da dokazemo da je tvrdjenje ta¢no za n = k+1
Treba da dokaZemo:

1 1 1 1 13

ot —+ >
k+2 k+3 2k 2k+1) 24

Moramo upotrebiti novi “trik’’!

Obelezimo sa:

S —L+L+ +L (S >£ o0 pretpostavci)
Tkl k+2 T 2k k7 5y POPIER

1 1 1 1 1
Siy="—+—+..+—+ +
k+2 k+3 2k 2k+1 2(k+1)

Odredimo razliku S, - S, !!!

1 1 1 1 ( 1 1 1)
Siy—S8, = + +..+ + - + +ot—
k+2 k+3 2k+1  2(k+1) k+1 k+2 2k
1 1 1 1 1 1 1 1
= +——t.+—+ + - - ——.——
k+2 k+3 2k 2k+1 2(k+1) k+1 k+2 2k
= svi se skrate sem:




IR SR

2k+1 2(k+1) k+1
L2+ 1) +1- 2k +1) = 2(k +1)
- k+1)-2-(k+1)
 2k+2+2k+1-4k-2
20k +D)(k+1)

= ! >0

202k +1)(k +1)

Ovo je sigurno pozitivno jer je £ >0 2k+1>01k+1>0

Dakle: S,,,—S, >0 odnosno:

13
Sia >8> ﬂ

indukcijska hipoteza
. 13
aje §,,, >—
p .] k+1 24

Ovim je dokaz zavrSen!

7) Dokazati da je:
2" >n* zasvako n>5

ReSenje:
Dokaz pocinjemo za n =5
i)
n=5= 2">5
36 > 25 tacno

i1) Pretpostavimo da je tvrdjenje tatno za n=k
dakle 2" > k*

ii1) Dokazimo da je tvrdjenje tacno za n=k+1
znaci, treba da dokazemo:

2 s (k+1)°

I ovde je potrebna nova ideja!



n

2
(1+lj =12+2-1-l+(l
n n n

posto je 1125:>l£l 1 LZS

. ( 1)2
Posmatrajmo izraz | 1+— | .

2
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—_
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n 5 n- 25
2
onda je (1+lj =1+2+i231+2+i
n n o n 5 25
1+E+L:1+£<2
5 25 25
2 2
(-3 2 <
n n
2
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2
ondajei(kk%l)
druge.
28 >k
2> B
2
25 KD s

2
I (k+1) }{/{

Ve

2> (k+1)> > a ovo smo i trebali da dokaZemo

(k +1)* { pomnozimo ih! (levu sa levom i desnu sa desnom stranom)

<2 ahipoteza je 2" > k. Napisimo ove dve nejednakosti jednu pored
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